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Описание проблемы и постановка задачи.
Классические работы Дж.Гиббса, М.Фольмера, Ф.Беккера, В.Дёринга, Я.Френкеля, Я.Зельдовича по физике фазовых переходов I рода относятся к ранним стадиям зарождения новой фазы.
В данной же работе нас интересует процесс конденсации, переходящий из флуктуационного режима роста зародышей новой фазы в стадию переконденсации, именуемую также коалесценцией,  или Оствальдовским созреванием [1] , когда рост крупных капель происходит за счёт растворения более мелких (при условии, что все капли далеки друг от друга).
Режим переконденсации может проходить в одном случае под управлением поглощающей способности поверхности (теория Вагнера: [2] ), когда длина свободного пробега 
[image: image2.wmf]l

 молекулы много больше радиуса капли 
[image: image3.wmf]R

, а в другом случае под управлением диффузии в паре (теория Лифшица-Слёзова: [3] ,[4] ), когда 
[image: image4.wmf]R

l

=

. 
Причиной расхождения эксперимента с теорией Лифшица-Слёзова-Вагнера оказалось допущение неограниченного объёма кластеров новой фазы [5] . Поэтому все дальнейшие теоретические исследования Оствальдовского созревания предполагают распределение капель по ограниченным размерам [6]  ,[7]  ,[8]  .
Таким образом, задачей данной работы является описание уравнений и параметров режима переконденсации в диффузионном режиме в понятиях, отнесённых к максимальному размеру капли, нахождение множества автомодельных асимптотик функции распределения и степенных поправок по времени к ним, а также согласование выкладок с частным случаем теории Лифшица-Слёзова.

Коалесценция имеет большое практическое значение, например, в образовании и стабильности поверхностей [9]  ,[10]  ,[11]  .
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1). Обезразмеривание основных уравнений теории переконденсации.
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Здесь 
[image: image7.wmf]v

l

 - объём на одну молекулу жидкости, 
[image: image8.wmf]s

 - коэффициент поверхностного натяжения, 
[image: image9.wmf]k

- постоянная Больцмана, 
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 - абсолютная температура, 
[image: image11.wmf]()

Nt

 - среднее число молекул пара в единице объёма (безразмерная концентрация), а 
[image: image12.wmf]N

¥

 - равновесная концентрация пара над плоской границей жидкой фазы, что соответствует большим размерам капель на больших временах их созревания и минимальной концентрации пара.

Такие физические величины, как время, концентрация, радиус капли, запишем для удобства в следующем безразмерном виде, обозначив за некоторое 
[image: image13.wmf]0

t

единицу времени (удобно брать такое время, в котором нам известна концентрация пара):
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Тогда выражение для критического радиуса:
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Скорость роста капли определяется текущими размерами капли и значением критического радиуса и для диффузионного режима имеет вид (где 
[image: image17.wmf]D

 - коэффициент диффузии):
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Перепишем это в безразмерных переменных:
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Требование безразмерности обеих частей уравнения даёт, с учётом (1.2)

:(1.3)

 и 
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Скорость роста радиуса капли  теперь выразится наипросто:
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Хотя пар переходит в жидкость с ростом капель, потребуем сохранность полного количества молекул вещества:
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Где 
[image: image24.wmf](,)

fRt

 - функция распределения капель по радиусу, нормированная на число капель в единице объёма, при этом нулевой нижний предел и бесконечный верхний приближённы, фактически это минимальный (условно трактуемый) и максимальный (среди всех в данный момент) размеры капли соответственно:



[image: image25.wmf]0

(,)()

кап

fRtdRNt

¥

=

ò


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.9)

Обезразмерим (1.2)

:(1.8)

 согласно 
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Обозначим за функцию распределения:
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При этом изменится нормировка:
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Уравнение баланса вещества запишется наипросто:
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Изменение размеров капель происходит непрерывно во времени, поэтому функция распределения должна удовлетворять уравнению неразрывности, записываемому как:
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Получена замкнутая система уравнений, описывающих теорию:


(1.4)

 GOTOBUTTON ZEqnNum737062  \* MERGEFORMAT  
(1.7)

 GOTOBUTTON ZEqnNum854414  \* MERGEFORMAT  
(1.13)

 GOTOBUTTON ZEqnNum701423  \* MERGEFORMAT  
(1.12)

 GOTOBUTTON ZEqnNum968462  \* MERGEFORMAT (1.4)


Так, подставляя (1.13)

 получим уравнение на функцию распределения:
(1.7)

 в 
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2). Переписывание уравнений в терминах максимальной капли.
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Физическая система полагается ограниченной, и то, что фигурирует в теории Лифшица-Слёзова в качестве «запирающей точки», оказывается максимальной каплей в текущий момент времени, поэтому удобнее считается запись уравнений в терминах отношения радиуса капли к максимальному радиусу:  
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В дальнейшем будем обычно опускать скобки зависимости переменных от времени, где это непринципиально.
Уравнение баланса (1.12)

 перепишется:
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Ещё раз переобозначим функцию распределения:
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                                                   MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.4)

Нормировка получается из (1.11)

:
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Конечный предел следует из того, что функция распределения ограниченна по 
[image: image45.wmf]v

 и 
[image: image46.wmf]t

, иначе она не будет удовлетворять уравнению баланса вещества (2.3)

, записываемому как:
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Оно верно всегда, и при 
[image: image48.wmf]()1
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 (согласно (1.2)

) даёт:
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Что касается уравнения роста капли 
(1.7)

, то оно верно и для максимальной капли (далее для  GOTOBUTTON ZEqnNum854414  \* MERGEFORMAT  опускаем скобки зависимости от времени, где это не принципиально):
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Мы ввели ключевую величину, которой будем широко пользоваться:
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Преобразуем уравнение роста (2.2)

 и равенства выше:
(1.7)

, используя 
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Таким образом, уравнение роста капли в новых переменных приобретает вид:
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Также преобразуем уравнение 
(2.4)

, используя определения (1.14)

 с функцией распределения из  GOTOBUTTON ZEqnNum419171  \* MERGEFORMAT  
(2.2)

 и  GOTOBUTTON ZEqnNum104235  \* MERGEFORMAT  (2.9)

:
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Заметим, что здесь стоит тот же полином 
[image: image68.wmf](|)

Gv

g

, что и в уравнении роста капли (2.11)

, которое мы, кстати, использовали при выводе, так что это не простое совпадение.
Итак, мы получили итоговое уравнение на функцию распределения, которое мы далее будем решать, находя искомую функцию как:
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Здесь 
[image: image70.wmf]()
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 - нормировочный множитель из 
(2.5)

 с неким значением  GOTOBUTTON ZEqnNum735583  \* MERGEFORMAT  на бесконечности (более того, будет доказано, что с точностью до второго порядка малости 
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 - малая поправка к ней, убывающая со временем и нормированная на ноль в каждый момент времени, чтобы выполнялось (2.5)
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Сначала, в нулевом приближении, положим 
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, при этом в полученном дифференциальном уравнении 
(2.12)

 обнуляется первый член  с частной производной по времени от функции распределения, константы  GOTOBUTTON ZEqnNum841052  \* MERGEFORMAT  в обеих частях уравнения сокращаются. Получаем однородное дифференциальное уравнение, которое и будет решаться в следующем пункте:
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3). Нахождение автомодельной функции распределения и исследование её свойств.



 SEQ MTSec \h \* MERGEFORMAT 

Заметим, что Equation Section (Next)

 SEQ MTSec \r 2 \h \* MERGEFORMAT 

 SEQ MTChap \h \* MERGEFORMAT 



 SEQ MTSec \r 1 \h \* MERGEFORMAT 

 SEQ MTChap \r 2 \h \* MERGEFORMAT 


 MACROBUTTON MTEditEquationSection2 Equation Chapter (Next) Section 2 MACROBUTTON MTEditEquationSection2 Equation Chapter 2 Section 1 является корнем кубического полинома 
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Решаем квадратное уравнение, полагая корни существующими в силу 
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Каждая скобка в таком виде разложения будет положительна (первая и вторая, т.к. 
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Поэтому для простоты записей мы будем оперировать параметром 
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, а от его квадрата по формуле, прямо вытекающей из того, что  GOTOBUTTON ZEqnNum216516  \* MERGEFORMAT  - корень 
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Теперь дифференциальное уравнение  
(2.14)

 решается через разделение переменных и интегрирование разложения из простейших дробей, для чего мы и раскладывали полином  GOTOBUTTON ZEqnNum174978  \* MERGEFORMAT  на множители:
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Взятие этого интеграла подробно описано в приложении 1 в более общем случае некоего дополнительного параметра 
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 при 
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 в числителе подынтегрального выражения, то есть полинома 
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. Этот параметр играет свою роль при расчёте поправок, а сейчас положим его равным нулю, и выпишем автомодельную функцию распределения с нормировкой, которая проводится в  GOTOBUTTON ZEqnNum174978  \* MERGEFORMAT :
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      GOTOBUTTON ZEqnNum814708  \* MERGEFORMAT 
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Выпишем параметры автомодельного распределения:

(10.7)

      GOTOBUTTON ZEqnNum112603  \* MERGEFORMAT 
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(10.6)

      GOTOBUTTON ZEqnNum857211  \* MERGEFORMAT    
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Если выразить непосредственно через 
[image: image112.wmf]0

g

:

(10.8)

      GOTOBUTTON ZEqnNum244837  \* MERGEFORMAT 
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В силу физической ограниченности функции распределения на конце интервала, полагаем:
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Дифференцированием 
(3.9)

 и грубой оценкой по возможным  GOTOBUTTON ZEqnNum699424  \* MERGEFORMAT  можно увидеть, что 
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 монотонно убывает из бесконечности по
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 ввиду 
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При этом величина 
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, фигурирующая в 
(3.6)

, остаётся ограниченной (не имеет особенности при  GOTOBUTTON ZEqnNum333587  \* MERGEFORMAT ), более того почти постоянной в заданном интервале 
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, в чём можно убедиться, вычитая (3.7)

:
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  из 
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[image: image127.wmf]¬

  особенность исчезает.
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Производную автомодельной функции распределения непосредственно можно выписать из самого дифференциального уравнения (2.14)

:

(11.4)

    GOTOBUTTON ZEqnNum473718  \* MERGEFORMAT    
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Приравняв производную к нулю и решая каноническое кубическое уравнение 
[image: image131.wmf]3
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 по формуле Кардано, имеем для максимума функции распределения, изменяющего своё положение с изменением 
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4). Асимптотики параметров автомодельной теории и поправки к ним.


Заметим, что  из независимости 
[image: image135.wmf]0
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 от времени непосредственно из определения 
[image: image136.wmf]()
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 в (2.9)

 вытекает асимптотика на больших временах для максимального радиуса капли:
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Запишем равенство с поправкой: 
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                                              SEQ MTEqn \h \* MERGEFORMAT  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.1)

Все поправки в дальнейшем выписываем с точностью до первого порядка малости, и будем опускать скобки зависимости от времени там, где это нецелесообразно. Рассмотрим:
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Отсюда выразим поправку к 
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(2.9)

:   GOTOBUTTON ZEqnNum834529  \* MERGEFORMAT 
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Из соотношения 
(2.10)

:   GOTOBUTTON ZEqnNum789073  \* MERGEFORMAT  - можно выразить поправку к критическому радиусу.
Разложим  для этого величину справа:
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Вспомним (1.4)

 - связь критического радиуса с концентрацией и выпишем поправку к ней:
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Используем в первом порядке малости формулу (Тэйлора): 
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Выпишем уравнение баланса (2.13)

:
(2.8)

, подставляя в них разложение функции распределения по (2.7)

 и его асимптотику 
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На бесконечности по времени:
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При известной 
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 это уравнение связывает 
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. Вычтем (4.7)

, получим:(4.8)

 из 


[image: image161.wmf]1

3

0

()()(,|)

nKvPvdv

dttdtdg

=-

ò


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.9)

Отсюда в первом приближении, исходя из (4.6)
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Найдём поведение 
[image: image163.wmf]()
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.  Выпишем определение 
(2.5)

:   GOTOBUTTON ZEqnNum735583  \* MERGEFORMAT 
Нам известна 
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(2.6)

 поведение (4.2)

, и более того, нам известно из  GOTOBUTTON ZEqnNum152205  \* MERGEFORMAT , откуда можно записать разложение с поправкой: 
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Имеем:
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Видим, что нормировочный множитель со временем меняется лишь во втором порядке малости, то есть медленнее  прочих параметров. Кроме того, 
[image: image170.wmf]0

()

KK

t

®¥º

, поэтому:



[image: image171.wmf]0

KLK

=×


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.12)



[image: image172.wmf]2

0

()(())

m

KKOa

tdt

=+


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.13)

Таким образом, во всех предыдущих и во всех дальнейших формулах с удовольствием заменяем 
[image: image173.wmf]()
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 на 
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.
5). Вывод и решение уравнения на поправочную функцию распределения.

(2.12)

   на функцию распределения с зависимостью от времени:
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Рассмотрим поправки в виде следующего разложения:
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При этом мы установили зависимости 
[image: image177.wmf]()
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, 
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 от 
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dt

, и оправдали в 
(2.13)

 замену  GOTOBUTTON ZEqnNum342239  \* MERGEFORMAT  на 
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 согласно 
(4.13)

 . Остаётся выразить  GOTOBUTTON ZEqnNum918254  \* MERGEFORMAT , подставляя разложения в известное уравнение, получим после сокращения на 
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:
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В процессе преобразований будем избавляться от членов второго порядка малости (члены с двумя и более значками 
[image: image185.wmf]d

):
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Так как автомодельное распределение 
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 удовлетворяет уравнению  
(2.14)

, т.е.  GOTOBUTTON ZEqnNum174978  \* MERGEFORMAT , то слева и справа полученного равенства исключаются эти члены, так что:
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Если перейти к переменной 
[image: image191.wmf](
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Обозначая за 
[image: image193.wmf]L

дифференциальный оператор в правой части уравнения, имеем: 
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Решение неоднородного уравнения даётся резольвентной формулой (общие пояснения приведены в приложении 4 ), где в некоторой точке 
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 задаётся начальное условие Коши:
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В диагональном представлении оператора 
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Переходя к оригинальному времени 
[image: image202.wmf]e
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), получаем степенную зависимость  от него:
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Произвольная линейная комбинация степенных поправок также является решением. 
Теперь найдём главный по степени поправочный член. Возвращаясь к уравнению 
(5.2)

, обнаруживаем, что степенной поправке функции распределения вида  GOTOBUTTON ZEqnNum989339  \* MERGEFORMAT  необходимо должна соответствовать той же степени поправка 
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, иначе в уравнении на 
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Условие 
[image: image212.wmf]0
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 необходимо для затухания поправок со временем. Вообще говоря, нас интересует главный поправочный член с 
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(4.10)

, при том, что  GOTOBUTTON ZEqnNum589834  \* MERGEFORMAT  без потери точности можно заменить на 
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, как было установлено в (4.13)

.
Теперь уравнение 
(5.2)

 после деления на  GOTOBUTTON ZEqnNum989339  \* MERGEFORMAT  будет иметь вид, не зависящий от времени:
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Это приводит нас, как мы уже видели, к неоднородному дифференциальному уравнению первого порядка относительно
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 вида 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (5.5)

Выразим 
[image: image221.wmf]0
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 через 
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 непосредственно из уравнения (2.14)

, получим:
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Найдём явное выражение 
[image: image224.wmf]()

Bv

. Вспомним разложение 
(3.4)

 полинома  GOTOBUTTON ZEqnNum818663  \* MERGEFORMAT  на множители:
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Воспользуемся равенством 
(3.3)

, а именно:  GOTOBUTTON ZEqnNum912431  \* MERGEFORMAT , тогда числитель заметно упростится:
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Осталось выписать вид автомодельного решения 
[image: image232.wmf]0
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 из (3.6)

:
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В конечном счёте, получаем следующее дифференциальное уравнение на поправку 
[image: image234.wmf]1
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:
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Сначала решим однородное уравнение, соответствующее (5.8)

:
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В приложении 1 это уравнение непосредственно интегрируется. Здесь выпишем решение в нормированном на единицу виде 
(11.2)

 (то есть  GOTOBUTTON ZEqnNum814708  \* MERGEFORMAT , нормировка проделана в приложении 2), хотя выбор произвольной постоянной не сказывается на конечном решении неоднородного уравнения, просто для удобства дальнейшего счёта (в том числе численного).
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Выражения для 
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 и 
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 даются, соответственно, формулами (10.8)

.(10.7)

 и 
При этом 
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 по-прежнему определяется в (3.1)

.

Теперь формально воспользуемся резольвентой для решения нашего неоднородного дифференциального уравнения (5.8)

:
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Где
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Хотя за начальное условие Коши мы выбрали 
[image: image246.wmf]1
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, это нужно оправдать, а именно раскрыть во внеинтегральном  члене (что есть на самом деле произвольная константа интегрирования) неопределённость вида ноль делить на ноль. Что производится на основе самого дифференциального уравнения в приложение 3. Нам же достаточно определить константу нормировкой поправки на ноль (производимой, однако, численно), что уже отмечалось. Очевидно, что такой нормировке будет отвечать следующее решение:
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Без обмана:  
[image: image248.wmf]1
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В приложении 5 описаны оптимизированные по скорости алгоритмы счёта вложенных интегралов.  Погрешность численной нормировки (отличие от нуля) порядка сотых.
6). Предельный случай Лифшица-Слёзова для автомодельного и поправочного распределения.


Рассмотрим предельный случай при 
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  GOTOBUTTON ZEqnNum960514  \* MERGEFORMAT . Тогда как их разность 
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, что было показано в 
(3.12)

. Нам также пригодится асимптотика:   GOTOBUTTON ZEqnNum880926  \* MERGEFORMAT 
Заметим, что 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (6.1)

Приведём для сравнения функцию Лифшица-Слёзова, записанную в оригинальных переменных 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (6.2)

Теперь рассмотрим пределы в поправочной функции распределения.

(10.7)

 :      GOTOBUTTON ZEqnNum112603  \* MERGEFORMAT ,     
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(10.6)

 :      GOTOBUTTON ZEqnNum857211  \* MERGEFORMAT ,    
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 считается по формуле, не включающей в себя особенности:


[image: image268.wmf](

)

0

0

0

0

000

0

3

211212

2222

14

53

13

4211

222

14

24253

42

22

D

amam

maa

g

ga

a

a

g

g

gagaga

a

g

æö

æöæö

-=+++++-++++=

ç÷

ç÷ç÷

ç÷

+

èøèø

èø

æö

æö

-+

++++×-=

ç÷

ç÷

ç÷

-

+

èø

èø

-+-+-+

=+-

-

(

)

0

42

g

×-

(

)

(

)

0

0000

11

422

1431414314

ag

a

gggg

++

=+-

++++++



(3.1)

 :   GOTOBUTTON ZEqnNum216516  \* MERGEFORMAT    
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Опять-таки учитывая тот важный факт, что предел от выражения с расходящейся степенью не есть то же выражение со степенью от предела, запишем предел от (5.7)

:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (6.3)

Смотрим предел (5.10)
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Будем выносить скобки с конечными в пределе степенями за знак предела:
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Оставшийся предел уже брался нами и даёт экспоненту:



[image: image277.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

41

2

3

10

74115

33

(,2|)312exp

1

21

O

vv

Pv

v

vv

a

aa

aga

+

++

ìü

®+=+××-

íý

-

îþ

+-
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В итоге поправочная функция распределения (5.13)

 в пределе:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (6.6)

7). Соотношения интегральных моментов автомодельного и поправочного распределений.

Интересно отметить, некоторые соотношения между интегральными моментами функций распределения можно найти, не зная их явного вида, но непосредственно из уравнения на функцию. Для этого проинтегрируем от 0 до 1 левую и правую части дифференциального уравнения (2.14)

, вводя моменты:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (7.1)

Проинтегрируем от 0 до 1 левую и правую части дифференциального уравнения (2.14)

:
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Интегрируем по частям левую часть. Внеинтегральный член обнулится, так как 
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согласно (3.4)
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Это выражение, в сущности, означает, что 
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, а если вспомнить отношение (2.10)

 между максимальным и критическим радиусами капли, то получим равенство среднего и критического радиусов:
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, когда функция распределения нормирована на единицу (см. приложение 2).

Уравнение моментов для поправочной функции выводим аналогично из уравнения (5.5)

:
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Если нормировать распределение поправок 
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Заметим, что 
[image: image302.wmf]1
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 сокращается с теми, что входят линейными множителями в 
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 и 
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, поэтому это есть численное уравнение на 
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8). Заключение в описании нашей теории поправок.


Имеем функцию распределения, нормированную на 
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 в (2.5)

, :
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В 
(5.4)

 мы установили одинаковый характер асимптотики для  GOTOBUTTON ZEqnNum303353  \* MERGEFORMAT  и для 
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 , что возвращает нас к окончательному выражению через 
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 поправок основных параметров теории переконденсации.
Из 
(4.4)

:    GOTOBUTTON ZEqnNum552963  \* MERGEFORMAT 
Это позволяет записать степенную зависимость поправки к максимальному радиусу:
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Тогда:
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Для всего максимального радиуса по (4.1)

:
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Вспомним, что нормировка в 
(8.1)

 стоит с точностью GOTOBUTTON ZEqnNum648976  \* MERGEFORMAT  по (4.13)

:
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Сосчитаем критический радиус по (4.5)

:
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Для концентрации 
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Из уравнения баланса (8.7)

 для первого порядка:  (4.9)

 и 
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Это численное уравнение на масштабирующий множитель 
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 в 
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 удобно определять из асимптотики уравнения баланса 
(4.8)

:  GOTOBUTTON ZEqnNum697072  \* MERGEFORMAT 
Вспоминая, что 
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 - концентрация пара в некий момент времени, на бесконечности, концентрация всех молекул вещества и параметр 
[image: image332.wmf]0

g

 автомодельного распределения , то система поправок, в конечном счёте, построена. Ура, товарищи!
9). Графики.


        Рис.1
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Выше нарисованы функции распределения 
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, охватывающие весь интервал возможных  GOTOBUTTON ZEqnNum392411  \* MERGEFORMAT  вплоть до функции Лифшица-Слёзова (6.1)

.
        Рис. 2

[image: image336.png]P, g}

Eil

15

10

P, () for several 3,

2+

01

02

03

04

05 06

07

08

09





Поправочная функция распределения при 
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 примерно, как показано ниже.  Любопытно, что к моменту предельного перехода при 
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, функция распределения меняет знак. Из графика видно, что это обусловлено тем, что при таких параметрах функция распределения всё хуже удовлетворяет численному условию нормировки на ноль.
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    Рис. 3
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Эволюция во времени функции распределения вплоть до автомодельной асимптотики, практически реализуемой, как видно, при 
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10). Приложение 1. Решение типового дифференциального уравнения на функцию распределения.
Дано дифференциальное уравнение первого порядка с параметрами 
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Оно явно решается разделением переменных. К тому же в пункте 3 было найдено разложение (3.4)

 на множители полинома в левой части данного уравнения, что позволяет взять интеграл от элементарных дробей:
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Разложим подынтегральное выражение на простейшие дроби и найдём коэффициенты:
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При 
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При 
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Приравнивание коэффициентов при 
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Приравнивание коэффициентов при 
[image: image367.wmf]2
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 (находим 
[image: image368.wmf]D
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Здесь введено обозначение:
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Подставляя полученное выражение для  
[image: image377.wmf]m

, выразим 
[image: image378.wmf]D

 только через 
[image: image379.wmf]g

 и 
[image: image380.wmf]a

, а также избавимся от иррациональности в знаменателе:
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Таким образом, найдены все коэффициенты в разложении на простые дроби подынтегрального выражения в (10.2)

, интегрируя их, получаем, помня о положительности выражений внутри логарифмов:
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В значениях 
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11). Приложение 2. Нормировка типовой функции распределения.


Дано дифференциальное уравнение первого порядка с параметрами 
[image: image393.wmf]0

g

 и 
[image: image394.wmf]a

:
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Как в пункте 2 проинтегрируем от 0 до 1 левую и правую части 
(2.14)

, предварительно разделив их на  GOTOBUTTON ZEqnNum174978  \* MERGEFORMAT :
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Формально интегрируем по частям левую часть:
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Удовлетворяя условию нормировки, подставим типовую функцию распределения 
[image: image401.wmf]()
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 из 
(10.9)

. При  GOTOBUTTON ZEqnNum674471  \* MERGEFORMAT  сохранится только первый член:
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Получаемую отсюда нормировочную константу записываем в (10.9)

:
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Занося константы под скобки, получим удобный вид нормированной функции распределения:
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Заметим, что из самого дифференциального уравнения 
(10.1)

 можно выписать производную нашей функции распределения, учитывая разложение полинома  GOTOBUTTON ZEqnNum198897  \* MERGEFORMAT   (3.4)

:
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SEQ MTEqn \h \* MERGEFORMAT  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (11.4)

12). Приложение 3. Корректность решения уравнения на поправочную функцию.

Степенные асимптотики (5.10)

 в нуле можно расписать по формуле 
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В главном порядке:
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Покажем, что во внеинтегральном члене 
(5.11)

 наблюдается неопределённость  GOTOBUTTON ZEqnNum762706  \* MERGEFORMAT , то есть, что 
[image: image412.wmf]2

1

(0)()

PvOv

®=

. Для этого запишем:



[image: image413.wmf]1

1

1

1

(0)()

(0)()

nn

nn

v

PvqvOv

dPvnqvOv

+

-

®=×+

®=×+

 ,   
[image: image414.wmf]0

qconst

=¹


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (12.2)

Докажем, что 
[image: image415.wmf]2
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. Рассмотрим асимптотику (5.8)

:
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Упростим согласно равенству 
(3.3)

, а именно:  GOTOBUTTON ZEqnNum912431  \* MERGEFORMAT 
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В уравнение (12.4)

:(12.3)

, (12.2)

, (5.8)

, подставляем асимптотики 
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Из наименьших степеней видно, что 
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13). Приложение 4. Решение неоднородной задачи Коши.
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Решение даётся в общем матричном случае формулой:
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Где 
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, при этом резольвента является его решением с начальным условием 
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Таким образом, решение неоднородного уравнения выражается через решение однородного так:
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В случае дифференциального уравнения с постоянной матрицей 
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Резольвента имеет вид:
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14). Приложение 5. Программные коды в среде MATLAB.


Приведены некоторые из написанных программ для быстрого набора и проверки результатов:
Файл eD.m
%Параметр D в зависимости от альфы и гаммы
function eD=eD(a,g)
eD=((20+4*a).*g.^2+(-9*a-23).*g-3*a-7+3*(1+a).*(g+1).*sqrt(1+4*g))/2./(g-2)./(1+4*g);
Файл em.m
%Параметр мю в зависимости от альфы и гаммы
function em=em(a,g)
em=(5-g+3*a)./(g-2);
Файл ev3.m
%Третий корень полинома G(v) в зависимости от гаммы
function ev3=ev3(g)
ev3=-1/2+sqrt(1/4+g);
Файл P0.m
%Автомодельная функция распределения в зависимости от гаммы
function P0=P0(g,v)
D0=eD(0,g);
m0=em(0,g);
v3=ev3(g);
P0=3./g.*v.^2.*(1-v).^m0./(v./(1+v3)+1).^(6+m0-D0)./(1-v./v3).^D0;
Файл P1o.m
% Однородное решение на поправочную функцию распределения 
%(с точностью до умножения на произвольную постоянную)
function P1o=P1o(a,g,v)
D=eD(a,g);
m=em(a,g);
v3=ev3(g);
P1o=3*(1+a)./g.*v.^2.*(1-v).^m./(v/(1+v3)+1).^(m-D+6+3*a)./(1-v/v3).^D;
Файл BP.m
%Отношение полинома B(v) к P1o(v), которое стоит под интегралом в
%решении неоднородного уравнения на поправочную функцию распределения
function BP=BP(a,g,g1,v)
D=eD(a,g);
D0=eD(0,g);
m=em(a,g);
m0=em(0,g);
v3=ev3(g);
BP=g1/(1+a)*(1-v).^(m0-m-1).*(5*v.^2-v-1)./(v./(1+v3)+1).^(m0-m+D-D0+2-3*a)./(1-v./v3).^(D0-D)./(v+1+v3).^2./(v3-v).^2;
Файл P1.m
%Поправочная функция распределения (вектор-функция на множестве точек v)
function P1=P1(a,g,g1,v)
dv2=.01;
dv1=dv2/10;
SS=0;
S=0;
for v2=0:dv2:1-dv2
    for v1=v2:dv1:v2+dv2-dv1
        S=S+BP(a,g,g1,v1+dv1/2)*dv1;
        for i=1:length(v)
            if abs(v1-v(i))<=1.1*dv1
                Z(i)=S;
            end
        end
    end
    SS=SS+P1o(a,g,v2+dv2/2)*S*dv2;
end
for i=1:length(v)
    P1(i)=P1o(a,g,v(i))*(Z(i)-SS);
end
Файл BPLS.m
%Отношение полинома B(v) к P1o(v), которое стоит под интегралом в
%решении неоднородного уравнения на поправочную функцию распределения в
%предельном случае Лифшица-Слёзова, когда гамма->2.
function BPLS=BPLS(a,g1,v)
BPLS=g1/(1+a)/2^(4*a/3)*(5*v.^2-v-1)./(1-v).^((9-5*a)/3)./(v+2).^((6-4*a)/3);
Файл P1oLS.m
% Однородное решение на поправочную функцию распределения в предельном
% случае Лифшица-Слёзова, когда гамма->2.
function P1oLS=P1oLS(a,v)
P1oLS=3*(1+a)*2^(4*(1+a)/3).*v.^2./(1-v).^((11+5*a)/3)./(v+2).^((7+4*a)/3).*exp(-v/(1-v));
Файл P1LS.m
%Поправочная функция распределения в предельном случае Лифшица-Слёзова при гамма->2
function P1LS=P1LS(a,g1,v)
dv2=.01;
dv1=dv2/10;
SS=0;
S=0;
for v2=0:dv2:1-dv2
    for v1=v2:dv1:v2+dv2-dv1
        S=S+BPLS(a,g1,v1+dv1/2)*dv1;
        for i=1:length(v)
            if abs(v1-v(i))<=1.1*dv1
                Z(i)=S;
            end
        end
    end
    SS=SS+P1oLS(a,v2+dv2/2)*S*dv2;
end
for i=1:length(v)
    P1LS(i)=P1oLS(a,v(i))*(Z(i)-SS);
end
Файл Sdv.m
%Интегрирование произвольной функции от a до b за 100 шагов методом 
%центральных прямоугольников.
function Sdv=Sdv(f,a,b)
Sdv=0;
dv=(b-a)/100;
for v=a:dv:b-dv
    Sdv=Sdv+f(v+dv/2)*dv;
end
Файл Mn.m
%Интегральный момент n-ной степени автомодельной функции распределения. Нулевой степени должен давать нормировку на единицу.
function Mn=Mn(n,g)
Mn=Sdv(@(v)v^n*P0(g,v),0,1);
end
Файл Nn.m
%Интегральный момент n-ной степени поправочной функции распределения. Нулевой степени должен давать нормировку на ноль.
function Nn=Nn(n,a,g,g1)
Nn=Sdv(@(v)v^n*P1(a,g,g1,v),0,1);
end
Файл saveimg.m
% Рисует и сохраняет ряд графиков с эволюцией функции распределения во
% времени для определённых значений параметров
g=3; 
g1=10.9;
a=1/3;
n=0:9;
v=0:.01:1;
for i=n
    t=10^i;
    plot(v,P0(g,v)+t^(-a)*P1(a,g,g1,v),'color',[i/length(n) 0 1-i/length(n)]);
    hold on;
    plot(v,P0(g,v),'r-.');
    legend(['\tau = 10^' num2str(i)],'Асимптотика','location','NorthWest');
    xlabel('v');
    ylabel('P(v,\tau)=P_0(v)+P_1(v)*\tau^-^1^/^3');
    title('Функция распределения с поправкой по времени при \gamma_0=3');
    hold off;
    axis([0 1 -2 14]);
    saveas(gcf,['Pt' num2str(i)],'tif');
end
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1 About a conservation law

A law of conservation of matter for our system is:

I
c(t) = cin — — R°n(R,t)dR (1)
3v Jo
,where
¢(t) - a monomer concentration.
C;n -an initial monomer concentration
v - a molar volume of the precipitate.
R - a radius of particle.
n(R,t) -a distribution function specifies the number of particles with radius
R per unit volume.

Using equality F'(r, 7)dr = n(R,t)dR,where r = g , T = % and o = 133% we
can rewrite equation (1) :
o(T) =04 — k/ r3F(r,7)dr (2)
0

Let’s take a time derivation on equation (2)

Or(7) = D — ko x 0, | T B F(r, ) dr
0
0,0(1) = —k X 0, /Oo 3 F(r, 7)dr
0

Swapping 0, and [ we have

0,0(7) = —k x /0 Y O, [P F(r, 7)) dr

0.0(1) = —k X /

,0(7) = —k x /0 T X O [F(r, 1) dr

O:[r®] x F(r,7)dr — k x /OOO 3 X O.[F(r,7)]dr

We also have a continuity equation

O-F(r,7)+ 0. F(r,7)V[r,o(r)] =0 (2.1)

1





Let’s use it for our integrand

Or0(1) = —k x /Ooo 3 X O [F(r,7) x V(r,o(r))]dr

Using a property [u X dv=u xXv— [v X du

0.0(1) = —kxF(r,7)xV(r,o(r))r? 7Cfio%—lcx/ O (r)[F(r,7)xV (r,o(7))]dr
0

Easy to see that non-integral term is 0:

O.0(t) = 3k /OOO r?F(r,7)V(r,o(r))dr (3)

Equation (3) is a differential form of the (1).
We consider a diffusion limited growth of a spherical particle :

VIro(r) = ~lo(r) —
Vro(r) = 11— = 1]

2 Appendix A
o(r) =) ot ¥ (1.1)

where g9 =0

F(r,r) =7 77"F,(2) (1.2)





O-F(r,7)+ 0.F(r,7)Vir,o(r)] =0 (2)

Put expansions (1.1)and (1.2) in (2)

) 5 (e ) a0 F () = T-<A+5>$azz—w<zanf”—f‘%—wzf”%(zm

~(4a+1) Z T ((44n) 2 Fy (2) 4220, F,(2)] = 7~ A 629, 5~ Z o, (e Z T " F(

Balancing the powers of time yield
—(dz+1)=—-(A+6)z

4o +1 = Mz + 6z
6xr —4dr + A \r =1

(24N =1
B 1
24
ZT"”[(ZH-n)xF( V4220, F,(2)] Zan (n—1)x —z_l)[z T F,(2)]}
n=0 n=0
In the case n=0 we have:
d d 1
dxFy(z )+xz£F0( z) = @Z_A(—;)FO(Z))
4o Fy(z) + xziFo(z) = —iz Oy (2))
dz dz
In the case n=1
4da F (z)+:nziF (2)+7“[bxF (z)+xziF (2)] = iz_>‘(—1+<7 —l)(F (2)+7 " Fi(x))
0 dz"? ! dz * dz PRSP !

For n=0
T By (2) + 220, Fy(2)] = 77777 x 9, F5(2)V (2)

—4r —1=-5x—n

3





r=1-n

Now consider equation (3) and use some definitions :
r=r"
F(r,7) =~ 7 %F,
V(r,o(r) =77V (2)
—pon T T~ 3T 5 0. Fo(2)V (2)
2V() Fadz ~ Y101 —y—(1-n)+a
/z (2)Fodz Tl
r=1-—n€
27" no1r _
V(z)Fodz ~ 7%
/z (2)Fodz T

if 7 — oo we can see that our integral will vanish

1
v(7) = m

am(7) = am07(1/3> + da, (1)

Let’s calculate a;,(7)a? neglecting §°

1 2
am(7)a?, = gaf’no + a2, 7364, + gaanT_l/%am
WE assume that v =~y = 7—am;
Using a Taylor expansion (1 +z)™ =1 —nx
. 1 1 o
) = = —={0=7""%/%)

Yo(1+ 7721 /%)  %0)

Equialing (b) and (c) we have :





1 71 —a
D) —T
Y0lmo Yo

2
7'2/35a;n + 57'_1/35am =

A general solution of the homogeneous equation:

dam 2
Sa, 3T
2
Oy Inda,, =
-
8ay, = Cr7%°

A partial solution of the heterogeneous equation:
We assume:
Say, = ATY/37

Substitute (e) to (d)

A[(1/3 — @) +2/3] = =1/ (V5 ai)

1 2!
A:a—l 2 2
Y0 %mo

1
gl +1/3-a

Ay = amOT1/3 + 0772/3 + 5 5
a — Lygamg






